ENSA d’Al-Hoceima Année 2020/2021
CP-II, 2éme année, Semestre 3
Algebre Quadratique, TD2

Solutions de la Série N°2 : Réduction de matrices : Application a la
résolution de systémes différentiels

Exercice 1
Soit {e1,e2,e3} la base canonique de R? et f un endomorphismes de R? défini par

fler) =e2, f(e2) = es et f(es) = ex.
1. Déterminer le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de f.

2. Décomposer R? en une somme directe de sous-espaces vectoriels propres stables par f.

Solution : Soit {ey, €2, e3} la base canonique de R3 et f un endomorphismes de R3 défini par

fle1) = e2, f(ea) =ezet f(e3) =e1.

1. Le polyndéme caractéristique et le polynome minimal de f : la matrice de f relativement a
la base {e1, eq,e3} est

0 01
A=|1 0 0
01 0
d’abord la matrice A est inversible car det(A) =1 0; et
o le polynéme caractéristique de f est Py(x) = det(A — xI3), alors
-z 0 1
Piz)=| 1 -2 0 |=1-2=—(z-1)@*+2+1)=(1-2)R(2)
1 —x

ol R est un polynome irréductible dans R[x]. L’endomorphisme f admet une seule valeurs
propre réelle qui est 1.
e Le polynéme minimal de f est un polynéme @ unitaire, divise le polynéme caractéristique

Py et vérifiant Q(A) est la matrice nulle; en effet, on a
1 11 -1 0 1
R(A) = 1 1 1 7&03><3 et A_IS = 1 -1 O #ngg
1 11 0 1 -1
ou 03«3 est la matrice nulle de taille 3 x 3, donc
-1 0 1 1 11 0 0 O
(A-L)RA)=| 1 -1 o0 111 ]=[00 0] =053
0 1 -1 1 11 0 0 O
ce qui prouve que le polynome minimale de f est Q(z) = (z — 1)R(z) = 23 — 1.

2. La décomposition R3 en une somme directe de sous-espaces vectoriels propres stables par f :
d’apres la question 1, le polyndme caractéristique de f est Pr(z) = (1 — z)(2® +  + 1) on
le polyndéme z? +  + 1 est irréductible dans R[z], alors le polyndéme Py (z) ne se décompose
pas complétement dans R[z], donc le seul sous-espace vectoriel propre inclu dans R? est
E, =Ker(f — 1.idg) # {0} qui le sous-espace vectoriel propre associé & la valeur propre 1
de f.

Il existe un sous-espace vectoriel F' de dimension 2 défini par

F={yeR’/VneN, Ju, eR® : (f— Lidg)"(vs) =y}
tel que R? = Ker(f — 1.idgs) @ F.



e Montrons que F' est stable par f :
soit u € F et n € N, alors il existe u,, € R? telle que (f — 1.idgs)"(uy) = u;
donc on a (f — L.idgs)™(f(un)) = f(u), car foidgs =idrs o f et fo f" = fPo f clest &
dire que fo (f — 1.idgs)™ = (f — 1.idgs)"™ o f.
Il existe v = f(u,) € R tel que (f — 1.idgs)"(v) = f(u); dou f(u) € F cest a dire
f(F)CF.
e Montrons que Fq = Ker(f — 1.idg) est stable par f :
soit u € Ker(f — 1.idg), alors il existe (f — 1.idgs)(u) = 03 ;
donc on a (f — 1.idgs)(f(u)) = f(03) = 03, car foidgs =idgs o f et fo f" = f"o f.
Il existe v = f(u) € R3 tel que (f — l.idgs)(v) = 03; dott v = f(u) € F cest a dire
U
Exercice 2
Soit A une matrice de M2(C). On suppose que la matrice A a une seule valeur propre double .

1. Montrer qu’on peut trouver une matrice B semblable & A égale a I'une des deux matrices

L t")\o Al
suivantes : (], 0 A

2. Calculer B™.

Solution : Considérons une matrice A de M2(C). On suppose que la matrice A a une seule valeur
propre double A, c’est a dire Sp(A4) = {\}-

1. Montrons qu’on peut trouver une matrice B semblable a A égale a I'une des deux matrices

tes s (A0 A1
sulvantes : 0 A’ 0 A .

A est I'unique valeur propre de A, alors il existe au moins un vecteur propre v de A associé
a la valeur propre A, donc Av = Av.
En prenant une nouvelle base formée de V et d’'un autre vecteur w, alors on peut poser P

la matrice P = (v|w) avec P = <U1 w1> vérifiant
Vo W2
. A ¢ _ p—1
r—(y §)-rar

ou Av = \v et Aw = Aw + v. Alors deux cas se produisent
— Si w est un autre vecteur propre de A associé a A, alors Aw = Aw, donc {v;w} est une
base formée de vecteurs propres, dans ce cas ¢ = 0 et donc la matrice A est diagonalisable

et ensuite on obtient \
o 0\ _ -1
B=T= (O )\> =P AP

— Si w n’est pas un vecteur propre de A (soit ¢ # 0) , alors en remplagant w par kw on
obtient A(kw) = Aw + (kc)v, donc il suffit de prendre ke = 1 soit k = 1, d’ot la matrice
A n’est pas diagonalisable et ensuite elle trigonalisable au sens de Jordan, on obtient

_ A 1 _"’_1 =
B—(O )\)—P AP

oo =

oit P = <v1 _wl)
(%) wao
2. Calculons B™ :

(a) Si B = <8\ g), alors B = A3 ; donc B"™ = \"I3.



(b) Si B = 6\ i\ , alors B = A3 + N ol N est une matrice nilpotente d’indice de

nilpotence 2 & savoir NP est la matrice nulle pour tout p > 2; alors d’aprés la formule
de Newton, on a

B = A+ N)" =) CIA"T'N' = CONOL, + CLA"IN 4+ ) " CLA' N
=0 =2

or NP = <8 8) pour tout p > 2, alors
_ A0 0 nA"!
n _ yn n—1 _
g o= (Y 8) 4 (3 07
.. _ PN n/\nfl
d’ou B" = (0 \n )
O
Exercice 3
0 10
Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A= | —4 4 0
-2 1 2

1. Calculer le polynome caractéristique de A. Montrer que f est trigonalisable sur R.
2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable sur R ?

3. Trouver une base de R? dans laquelle f est triangulaire supérieure.

4. Calculer (A — 2I3)2. En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Solution : Considérons f I'endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique est

0 1 0
A=1-4 4 0
-2 1 2

1. Le polyndéme caractéristique de A est par définition P4 (x) = det(A — z13)

—x 1 0
det(A —zl3) = -4 4—-—z 0
—2 1 2—x

 J4-z 0 | |4 o0

IR IS T S 2 2-2

= —z(d—2)2-z)+4(2—-2)
= 2-a)(—z(4—1x)+4)

d’ott Pa(z) = —(x — 2)3.
— La matrice A admet une seule valeur propre d’ordre de multiplicité 3.

— les vecteurs propres de A : soit u = (x, 7, 2z)” un vecteur propre de A associé a A\ = 2, alors
Au = 2u, donc
y =2z y=2x
—4x 44y =2y =4q y=2
r+y+2z=2z zeR
alors
T x 0 1 0
u = 2¢ | = 2¢c |+ 0 | =2 2 | +2]| O
z 0 z 0 1



1 0
on pose v; = 2 et vo = 0

0 1
associé a la valeur propre 2 est engendré par le systéme {v1;v2}; donc la matrice A n’est
pas diagonalisable; d’ou A est trigonalisable.

; alors le sous-espace propre Fy = Ker(A —213) de A

2. La matrice A n’est pas diagonalisable, alors 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable sur
R.

3. D’apres la question 1, on a le sous-espace propre Ey = Ker(A — 213) de A associé a la valeur

1 0
propre 2 est engendré par le systéme {vi;vs} ol v; = 2 et vy = 0 |, alors le
0 1

systéme {vy;va} est libre dans R?; donc d’aprés le théoréme de la base incompléte on peut
déterminer un troisiéme vecteur vs vérifiant Avy = 2v3+v; tel que le systéme {vy;ve; v3} soit

x
une base de R3. Soit v3 = [ y | ce vecteur, alors on peut écrire la matrice P = (vy|va|v3)
z
telle que
2 0 a 1 0 =
T=|0 2 b |=P1'AP avec P=| 2 0 y
0 0 2 0 1 =z
alors on a PT = AP qui implique
1 0 = 2 0 a 2 0 a+2x
0 y 0 2 b = 4 0 2a+2y
01 =z 0 0 2 0 2 b+22
0 10 1 0 z 2 0 Y
—4 4 0 2 0 vy 4 0 —4dz + 4y
-2 1 2 01 =z 0 2 —2z+y+2z
donc
a+2zx=y a+2x=y a=1b
2a 42y = -4z + 4y =< b+2r=y =< at+22xr=y
b+2z2=-2x+y+2z z€eR z€eR
onprend xt =0,a=b=1et z=0alors y =1; donc
2 01 1 00
T=|0 2 1 et P=| 2 0 1
0 0 2 0 1 0
1 00
dott P71 = 0 0 1 |, etapres vérification on obtient
-2 1 0
1 00 0 1 0 1 00 2 01
PlAP = 0 0 1 -4 4 0 2 01 |=1021]=T
-2 1 0 -2 1 2 0 1 0 0 0 2
4. On a
0 10 2 00 -2 1 0
A-2I3=| =4 4 0 |- 0 2 0 |= -4 2 0
-2 1 2 0 0 2 -2 1 0
alors
-2 1 0 -2 1 0 0 00
(A-23)%*=| -4 2 0 -4 2 0]=1000
-2 1 0 -2 1 0 0 00



D’apres la question 3, on a T = P~ 'AP avec T = 2I3 + N ol N = est une

(=R e i)
o O O
O = =

matrice nilpotente d’indice de nilpotence 2 ; soit NP = pour tout p > 2.

o O O

0
0
0

o O O

Soit n € N, alors T" = (23 + N)" = P'A"P avec (25 + N)" = » Cj2" "N’ car
1=0
NI3 = I3N, alors

2 0 n2n!

(2I;+ N)"=C22"[; + C;2" 'N=| 0 2" n2n!
0 0 2n
donc
1 00 2" 0 n2n! 1 00
A"=PT"P =2 0 1 0 2" nont 0 1
010 0 o0 AL -2 1 0
—(n—1)2" np2n! 0
d’on A™ = —n2"tl (4 1)27 0
—n2" n2n—1 2n
Vérification :
—(1—=1)2t 127t 0 0 10
pour n =1, alors A' = [ —1%2"1 (1+1)2! 0 |=[ -4 4 0 |=4
—1x2! 12171 21 -2 1 2
O
Exercice 4
3 -1 -1
Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est A = [ =1 2 0
3 =2 0

Calculer le polynoéme caractéristique de A. Montrer que f est trigonalisable sur R.
L’endomorphisme f est-il diagonalisable sur R ?

Trouver une base de R? dans laquelle f est triangulaire supérieure.

=W N

En déduire la valeur de A™ pour tout n € N.

Solution : On consideére ’endomorphisme f de R? dont la matrice relativement & la base canonique
3 -1 -1

est A=[-1 2 0
3 =2 0

1. Le polyndme caractéristique de A est par définition Py (x) = det(A — z13)
3—z -1 -1

det(A —zlI5) = -1 2—-z 0
3 -2 -z
_ -1 22—z 3—x —1
3 -2 -1 2-u
= —(3z—4)—2(2® =5z +5)
= —a234522—8x+4

d’olt Pa(z) = —(x — 1)(x — 2)2.
La matrice A a pour valeur propre 1 d’ordre de multiplicité 1 et 2 d’ordre de multiplicité 2.
les vecteurs propres de A :



— soit u = (r,y,2)T un vecteur propre de A associé¢ & A = 1, alors Au = 1u, donc

Jxr—y—z==x 20 —y—2=0
—r+2y=y = T =1y
3x —2y ==z r=2z
alors
T 1
U = T =x| 1
T 1
1
donc on prend u; = 1 |. Le sous-espace propre E; = Ker(A — I3) de A associé a la
1
1
valeur propre 1 est la droite vectorielle de vecteur directeur vy = 1
1
— soit v = (z,y, 2)T un vecteur propre de A associé a A\ = 2, alors Au = 2u, donc
3x —y—z2=2x r—y—2=0
—r+2y =2y =4¢ =0
3x — 2y =2z Yy=—z
alors
0 0
v = Y =y 1
—y -1
0
donc on prend v; = 1 . Le sous-espace propre Es = Ker(A — 213) de A associé a la
-1
0
valeur propre 2 est la droite vectorielle de vecteur directeur vy = 1
-1

On remarque que le sous-espace vectoriel E = E; @ Ey = Ker(A — I3) ® Ker(A — 213)

est engendré par le systéme {u1;v;}; donc l'espace vectoriel E est de dimension 2 qui est

strictement inférieure & la dimension de R3; donc la matrice A n’est pas diagonalisable; d’oll

A est trigonalisable.

. ’endomorphisme f n’est pas diagonalisable sur R car la matrice A de f n’est pas diagona-

lisable. D’oul 'endomorphisme f n’est pas trigonalisable sur R.

. D’apres la question 1, on a le sous-espace vectoriel E = F1 @ FEy = Ker(A—I3)®Ker(A—21I3)

1 0

est engendré par le systéme {u;v1} ol up = 1 et v = 1
1 -1

{u1;v1} est libre dans R? ; donc d’apres le théoréme de la base incompléte on peut déterminer

un troisiéme vecteur wy vérifiant Aw; = 2wy + vy tel que le systéme {up;v1;w;} soit une

, alors le systéme

x
base de R3. Soit w; = Y un vecteur tel que Aw; = 2wy + vy, alors on a
z
3x—y—2z=2x .
—r+2y=2y+1 é{i:?i_lkz
3x—2y=2z—1 a
-1
on prend y = 1, alors z = =2 et x = —1, donc wy; = 1 . Finalement, le systeme
-2

{u1;v1; w1} est une base de R? formée de vecteurs propres de A.



Soit P = (uq|vy|w) la matrice formée de vecteurs propres en colonnes, alors

1 0 0 1 0 -1
J=[0 2 1 | =P '4P avec P=| 1 1 1
0 0 2 1 -1 -2
-1 1 1
la matrice P est inversible et on obtient P~! = 3 -1 =2
-2 1 1
On vérifie bien que
-1 1 1 3 -1 -1 1 0 -1 1 0 0
PlApP = 3 -1 -2 —12 o 1 1 1 =102 1 ]|=J
-2 1 1 — 1 -1 -2 0 0 2
0 0
2 0o 1 ].
0 0 2 0 0 O

1 0 0 0
4. Ona P7'AP=JavecJ=D+NouD = (0 0 |eteN=| 0
On vérifie que

0

0

0

0 0
DN=1| 0 2 | =ND
0 0

alors d’apres la formule de Newton on a J™* = (D + N)» Z CiN'D"
=0
Or la matrice N est nilpotente d’indice de nilpotence 2, alors NP est la matrice nulle pour

tout p > 2; donc

1 0 0
PlA"P=J"=D"+nD" 'N=| 0 27 n2n!
0 0 on
d’on
1 0 -1 1 0 0 -1 1 1
Ar=pjrp'=[1 1 1 0 2n p2n-l 3 -1 -2
1 -1 -2 0 0 on -2 1 1
finalement
ontl _q 1—29n 1—29n
A" = —1+(1—-n)2" 14 n2n-1 1 —n2n!

1+ m+1)2" 1—-(n+2)2" ! 1-n2nt
Vérification : pour n = 1, on retrouve la matrice A en remplagant n = 1 dans expression
de A™.
O

Exercice 5
On considere les trois suites réelles (u,)nen, (Un)nen €t (wn)nen définies sous la forme récurrente

par ug =1, v9g = 1, wy = —1 et pour tout n € N par le systeme suivant
Uptl = Up+ Up — 3wy,
(S) : Upgl = Up— Wy
Wp+1 = Up — Up

1. Ecrire le systéme (S) sous la forme matricielle

Unp
Xn+1 =AX, avec X,=|v, |, V€N

Wn,



2. Calculer les valeurs propres de A. En déduire que la matrice A est diagonalisable. Proposer
une base de vecteurs propres de A.

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? & une basee de vecteurs propres de
A. Calculer P et P~ puis expliciter la matrice B € R(3%3) définie par B = P~ AP.

4. Calculer A™ pour tout n > 1.

5. En déduire les expressions de u,, v, et w, en fonction de n.

Solution : Considérouns les trois suites réelles (un)nen, (Un)nen et (Wn )nen définies sous la forme

récurrente par ug = 1, vg = 1, wg = —1 et pour tout n € N par le systeme suivant
Un+1 = Up + 67/77, - 3wn
(8):4 Vnt1 = Up— Wy
Wn+1 = Up — Un
Unp
1. Soit n € N, on pose X,, = | v, |, alors le systéme (S) peut étre transformer sous la forme
Wn,
matricielle
1 6 -3
Xn+1 =AX, avec A= 1 0 -1
1 -1 0

2. — Le polynéme caractéristique de A est par définition P4(z) = det(A — xI3)

1l—2 6 =3
det(A — zl3) = 1 —z -1
1 -1 —x

d’ott Pa(z) = —(z — 1)(x — 2)(x + 2).
Les valeurs propres de A sont telles que Pa(x) = —(x — 1)(x — 2)(z + 2) = 0, alors le
spectre de A est Sp(A) = {-2;1;2}
— La matrice A est d’orde 3 qui admet trois valeurs propres distinctes; alors on en déduit
que la matrice A est diagonalisable.
— Une base de vecteurs propres de A :
x
e Soit u = Y un vecteur propre de A associé a la valeur propre —2, alors on a
z
Au = —2u, soit

x4+ 6y —3z=—2zx 3x+6y—32=0 reR
T—z=—2y = r+2y—2=0 = Y=z
T—y=—2z r—y+22=0 Z=—x
1
onprendx = l,alorsy = —lety = —1,doncu; = —1 |.D’ou le sous-espace propre
-1
1
E_s = Ker(A + 21I3) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur u; = -1
-1



e Soitv = y | un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1, alors on a Au = u,
z
soit
r+6y—3z==x =3y
rT—z=y =< yeR
rT—yY=z z =2y
3
on prend y = 1, alors z = 3 et 2 = 2, donc v; = 1 ]. D’ou le sous-espace propre
2
3
E; = Ker(A — I3) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur v; = 1
2
x
e Soit w = Y un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2, alors on a
z
Au = 2u, soit
x4+ 6y —3z =2z r—6y+32=0 =3y
r—z=2y = rz—2y—2=0 =< yeR
r—y =2z r—y—22=0 y==z
3
on prend y = 1, alors z = 3 et z = 1, donc w; = 1 ]. D’ou le sous-espace propre
1
3
E5 = Ker(A — 2I3) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur wy = 1
1

On en déduit que le systéme {uy; vy, w;} formé des vecteurs propres est une base de R?;
donc R3 est la somme directe des sous-espaces propres, c’est & dire

R? = Ker(A + 21I3) @ Ker(A — I3) @ Ker(A — 2I3)

ce qui montre que A est diagonalisable.

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? & une basee de vecteurs propres de
A, alors P = (uj|vi|wy) c’est a dire

1 3 3
P=| -1 11
-1 2 1
on peut voir que P est inversible puisque son déterminant det(P) = —4 # 0; alors
1 3
i "1 O
Pl'=10 -1 1
1 5 _
1 1

La matrice A est diagonalisable, alors il existe une matrice B € R®*3) diagonale dont la
diagonale est formée de vecteurs propres et définie par B = P~1AP ot

-2
0
0

0 0
B = 10
0 2



(=2)» 0 0
4. Pour tout n > 1, on a B® = P"1A"P; donc A" = PBP~! ou B" = 0 1 0 ;
0 0o 27
c’est a dire
1 3 3 (-2 0 0 i -3
A= -1 1 1 0 1 0 0 -1 1
-1 21 0o 0 2" i 2 -

d’ou pour tout n > 1 on obtient

B+ (-1)™2"2 (15-3(-1)™)2""2 -3 3(1-2")
A= (1— (=122 (5+3(-1)")2"2-1 1-2"
1- (=122 (B+3(-1)")2"2-2 2-2"
Pour n = 1, on peut retrouver facilement la matrice A.

5. Les expressions de u,, v, et w, en fonction de n, en effet, pour tout n > 1 ona X,, = AX,_1,

U, 1
alors on obtient X,, = A"Xgou X,, = | vn, | et Xg= | 1 | ; alors
W, -1
Uy, B+ (=1)™)2"=2 (15-3(-1)")2"2 -3 3(1-2") 1
v, | = (1—(=1)")2"2 (54 3(-1)")2" 2 — 1 1-2" 1
W, (1— (=122 (5+3(-1)")2""2 - 2—2n -1
c’est a dire que
Up 32" 4 (18 —2(—1)")2""2 -3
U | = 2"+ (6 +2(—1)")2" "2 — 2
Wp, 2" 4 (6 +2(—1)")2" "2 — 4

finalement les expressions de u,, v, et w, sont

Uy =327 4 (18 — 2(=1)")2""2 — 6
U = 2" 4 (6 4 2(—1)")2""2 — 2
Wy = 2" 4 (64 2(~1)")2""2 — 4

on peut vérifier que pour n = 0 on retrouve ug = 1, vo = 1 et wg = —1
O

Exercice 6
On veut résoudre le systéme différentiel linéaire du premier ordre sans second membre suivant :

r=x+y
Yy =—-x+4+2y+z
Z=x+z
x
Onpose X = |y
z

1. Montrer qu’on peut écrire le systéme différentiel sous la forme : X'(t) = A.X(t) ot A est
une matrice a déterminer.

2. Montrer que la matrice est inversible, puis trouver le polyndéme caractéristique associé a A.
3. Trouver les valeurs propres A1, Az et A3 de la matrice A.

4. Trouver les vecteurs propres v1, v et v3 associés respectivement aux valeurs propres A1, Ag
et )\3.

10



5. Trouver la solution générale X (), puis touver la solution X(¢) satisfaisant la condition

1
initiale X (0) = %
3
1
6. Trouver la solution ¢ — X () tel que X(0) = [ j | onj =¥
2
J

Soient M, N et P des points dans le plan complexe d’afixes x(t), y(t) et z(t), le traingle
M N P est-il équilatéral ?

Solution : Considérons le systéme différentiel linéaire du premier ordre sans second membre
suivant :

r=x+y
Yy =—-x+4+2y+z
Z=z+z

t) '(t)

T
1. Soit X (t) = | y(¢) |, alors X'(¢t) = | ¥'(¢) |, donc
2

d’ott on peut écrire le systéme différentiel sous la forme : X'(t) = A X(t) ot A= | —

===
O N =

0
1
1
2. La matrice A est inversible puisque det(A) = 4 # 0, et le polynéme caractéristique associé a
A est par définition Pa(x) = det(A — z13)

1—=z 1 0
det(A —zl3) = -1 2—-z 1
1 0 1-—=x
= 1-2?2Q2-2)—(z—-1-1)
= 2-2)(1+ (z—-1)%

d’ott Pa(z) = —(x —2)(1 + (z — 1)?).

3. Les valeurs propres A1, As et A3 de la matrice A sont telles que _
Pi(z)=—(z—2) 1+ (x—1)}) =0,alors \; =2, A=1-1 et Ag=1+i= .

4. Les vecteurs propres vy, vz et vs associés respectivement aux valeurs propres \; = 2, Ay = 1—i
et )\3=1+i:>\22

x
— Soitu = | y | un vecteur propre de A associé & la valeur propre 2, alorson a Au = 2u,
z
soit
r+y=2x zeR
—r+2y+z2=2y =S y==zx
1
on prend x = 1, alors y = 1 et z = 1, donc u; = 1 ]. D’ou le sous-espace propre
1
1
Es = Ker(A — 213) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur u; = 1
1
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x
— Soit v = Y un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1 — i, alors on a
z
Au=(1-1)u, soit

r+y=(1-i)x x =iy
—r+2y+z2z=(1-1)y =< yeR
x4+z=(1-1)z z=—y
i
on prend y = 1, alors x =iet z = —1, donc vy = 1 ]. D’ou le sous-espace propre
—1

Eq_;) = Ker(A — (1 —i)l3) est la droite vectorielle complexe engendrée par le vecteur

v = 1
-1
i
—~ Onawv = 1 est un vecteur propre de A associé a Ay = 1 —1i, alors Avy = Ay vy
1)
donc AT, = N T4,
ord=1-1=1+1i= A3, alors AT; = A377; donc U7 = w; est un vecteur propre de
—i
A associé la valeur propre A3 = 1 +i. Soit wy = 1 |, d’ou le sous-espace propre
-1

E(4i) = Ker(A — (1 +1i)I3) est la droite vectorielle complexe engendrée par le vecteur
—i

w1 = 1
-1
5. La solution générale X (t), puis touver la solution X (¢) satisfaisant la condition initiale
1
X(0)= % .Ona X'(t) = AX(t), alors
3

X(t) = aeMtuy + Bet? o + 'ye)‘3 fay

1
N N N . 1
ol «, B et v sont des parameétres & déterminer tels que X (0) = 5
3
On a
x(t) 1 . i ‘ —i ae?t +ifete it —iyelelt
yt) | =ae®t | 1 |+Bele 1 | 4vele' 1| = ae?t + Bete ™ 4 yelelt
z(t) 1 -1 -1 ae?t — Bete™t — yelelt

alors on obtient les trois expressions suivantes :

2(t) = ae?! +iBele i — iyelelt
y(t) = ae?t + Bete 1 + yelelt
Z(t) — ath _ Bete_‘t _ 'yete‘t

donc pour t = 0, il vient

1=2(0)=a+if — iy % 1 i —i\ /a
s=y(0)=a+pB+7 & 5| = 11 1 B
3=z2000=a—08—7 3 1 -1 -1 ol
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a 1 i\ ! % 1 T 0 z z

dou|B]=(1 1 1 “Joul 1 1 1 = —3i (141 (-1
7) 1 -1 -1 2 1 -1 -1 %i %(1—) ~1a
o=}

douq B=-3+2i

y= 33
finalement, on obtient les solutions
z(t) = 5621‘/ +i(=242i)efe +i (2 + i) elel
y(t) = %627" + (—% + %1 ete—it — % + %1) etelt
2(t) = 1€t — (—g + 81) ete™ 1t + (8 + gi) etelt

aprés un calcul élémentaire facile, en tenant compte des relations trigonométriques des
nombres complexes, il vient

z(t) = Ze?t — Let (3cos(t) + 5sin(t))
y(t) = Ze?* 4 et (=5 cos(t) + 3sin(t))
z(t) = Ze?t + Let (5cos(t) — 3sin(t))

on peut vérifier que pour ¢t = 0 on obtient 2(0) = 1, y(0) = 0.5 et 2(0) = 3.

1
6. — Trouvons la solution t — X (¢) tel que X(0)= | j | ouj= e'% et j2 = e 1% . En effet,
-2
J
la démarche est similaire a la question 5, on cherchera «, 3 et 7 vérifiant le systéme
1=2(0)=a+if —iy 1 1 i =i e!
i=y0)=a+p+~ s |il=(1 1 1|8
P=20)=a-8-9 i I -1 -1/ \y
o 0 % % 1
don | B | = —%i %(14—1) 1(-1+1) j
v si g1 -1 —3(1+1) A

dott ¢ B =1i(-3+/3)

donc
o(t) = —5e*" — 1(=3+V3)e'e™" + 1 (3 + VB)e'e!
y(t) = —5¢*" + Ji(=3+ VB)cle ! 4 1i(3 + V3)ele!
z(t)z—%e ——1( 3+ 3)ete i1(3—|—\/§)eteit

apres un calcul élémentaire, on obtient

(V]
~+

t(3 cos(t) + iv/3sin(t)

z(t) = —1e?t 4+ Le )
y(t) = —%th + %et(—3 sin(t) —|— iv/3cos(t))
2(t) = —3€*! + Ze'(3sin(t) — iv/3 cos(t))

— Soit M, N et P sont dans le plan complexe les images de z(t), y(t) et z(¢), montrons qu

e

le traingle M N P est équilatéral : en effet, le traingle M N P est équilatéral si et seulement
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si |MN|| = [MP| = |[NP| cest a dire [2(t) — y(t)] = |o(t) — 2(t)| = [2(t) — y(£)|. On a

2(t) — 2(t) = %et [3(cos(r) — sin(t)) + V3
= V3e (cos(t)elt —sin(t)e T

y(t) — 2(t) = et [—3sm(t)+i\/§cos(t)}
= V3¢ (—\/ﬁsin(t) + icos(t))

on remarque que |z(t) — y(t)| # |x(t) — z(¢t)| # |2(t) — y(¢)|, alors le traingle M NP n’est
pas un triangle équilatéral.
U
Exercice 7
Soit (S) le systeme differentiel lineaire avec second membre

x(t) + 2y(t) + et

(8):q ¥(t) = —3x(t) = 3y(t) + 2(t) — €
2'(t) = 2ax(t)+2y(t) — z(t) + 2€*

8
~
—~
~
~
|

ou z, y et z désignent des fonctions de R dans R.
1. Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systeme linéaire homogene associé a
(8).
2. Déterminer la solution particuliere du systeme (S) pour les conditions initiales z(0) = 1,
y(0) = —1 et 2(0) = 1.

3. Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme (S).

Solution : Considérons le systeme differentiel linéaire avec second membre (S) donné par

() = xz(t)+2y(t) + et
(S): ¢ y'(t) = —=3z(t)—3y(t)+2(t) — €'
2'(t) = 2ax(t)+2y(t) — z(t) + 2€*

ou z, y et z désignent des fonctions de R dans R.

1. La solution générale, & valeurs réelles, du systeme linéaire homogene associé a (S) : en effet,

x(t)

soit X (t) = | y(t) |, alors le systeme differentiel linéaire avec second membre

z(t)

a'(t) z(t) + 2y(t) + €'
(S):q v'(t) = —=3x(t) = 3y(t) + 2(t) — €'
Z'(t) 22(t) + 2y(t) — 2(t) + 20!

est équivalent a I’écriture matricielle suivante :

x'(t) 1 2 0 x(t) 1

yt)|l= -3 -3 1 y(t) | +e | -1

2(#) 2 2 -1 /) \:) 2
1 2 0 1 2! (t)
don X'(t) =AX(t)+eVoou A= -3 =3 1 |, Vo=|-1]et X' (t)=|v()
2 2 -1 2 2 (1)

On s’intéresse a résoudre le systéme homogene issu du systéme (S), a savoir que le systéme
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homogene (Sy) est donc X'(t) = A X (t). Pour résoudre le systéme homogene (Sy), on va
étudier la matrice A afin d’écrire la forme de la solution en se basant sur les techniques
d’algebre linéaire matricielle.

— le polynéme caractéristique associé & A est par définition Pa(x) = det(A — z13)

11—z 2 0
det(A —zl3) = -3 -3-z 1
2 2 —1—-x
= l1-2)(z+3)(z+1)—4(x+1)
d’ott Pa(z) = —(x + 1)3. La matrice A a une unique valeur propre (-1) d’ordre de multi-
plicité 3.
x
— Soitu = | wy | un vecteur propre de A associé a la valeur propre —1, alorsona Au = —u,
z
soit
r4+2y=—x 4y =0 zecR
—3r—-3y+z=-y = 3r—924+2=0 =49 y=-x
20 +2y—2=—z yrz= Y=
1
on prend z = 1, alors y = —1 et z = 1, donc u; = —1 |. D’ou le sous-espace propre
1
1
E_; = Ker(A + I3) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur uy = -1
1
— Le sous-espace propre F_; = Ker(A + I3) de A associé a la valeur (—1) de A est la droite
1
vectorielle engendrée par le vecteur uy = | —1 |, alors dim(E_; = Ker(A+I3)) =1 <
1
3 = dim(R?) ; donc A n’est pas diagonalisable ; par contre A est triangularisable au sens de
Jordan ; d’ou on peut trouver deux vecteurs v et w tels que Av = —v+uy et Aw = —w+v
de fagon que le systéme {u1,v,w} soit une base de R3.
x
Soitv=| vy un vecteur tel que Av = —v + uq, alors
z
r+2y=—x+1 . reR
N A { 2—(§x+—y2) _+1z— o Ty v=ac
20 +2y—z2=—2+1 y o z=x
0
on prend x = 0, alors y = % et 2 =0, donc v; = %
0
x
De méme, soit w = | vy un vecteur tel que Aw = —w + vy, alors
z
rT+2y=—x . zeR
—3x—3y+z:—y—|—% :>{2_(§x+_y%_+oz_l =>4q y=-x
20+ 2y —z = —z Y T2 zzx—i—%
0
on prend xz = 0, alorsyzOetz:%,donc wy = 0
1
2

Dot le systéme {u1;v1;wi } est une base de R? formée de vecteurs propres de A ; finalement
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on obtient la forme de Jordan de la matrice A :

-1 1 0 1 0 0 1 00
J= 0 -1 1 |=P"'4P ot P=| -1 & 0 JetP'= 2 2 2
0 0 -1 10 % -2 0 2
En conclusion, la solution générale du systéme homogene (S) est Xp(t) = exp (tA) V ol
o
V=1 g est un vecteur a déterminer selon les conditions imposées a t = 0. D’ou
Y
Xp(t) = Pexp (tJ) P~V
-1 0 0
On peut écrire la matrice J sous la forme J =D+ N ou D = 0 -1 0 | =—-I3et
0 0 -1
010
N=| 0 0 1 est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence 3, a savoir que NP est
0 00

la matrice nulle pour tout p > 3. Or on a exp (tJ) = e ‘exp (tN) et

1t 12
12 2 2
exp(tN) =Lz +tN+-t°N“=[ 0 1 ¢
2
00 1
d’ott
1 00 1t 32 1 00 a
Xpt)y=e'[ -1 1 0 0 1 ¢t 2 2 2 B
10 3 00 1 -2 0 2 v
c’est a dire que
142t —¢2 2t t+ t2 a
Xu(t)=e" —3t+t2 12t 1— ¢t 6
2t — t2 2t 1+t -+t v

explicitement, on écrit

zp(t) = et (a(l +2t — ) + 2Bt + y(t + %))
yn(t) = et (a(=3t +t2) + B(1 — 2t) + (1 — t?))
z(t) = et (2t — ) + 2Bt + y(1 + ¢ + t2))

ou «, [ et v sont & déterminer selon les conditions imposées a t = 0.

. Une solution particuliére du systéme (S) : —1 est une veleur propre triple de A, alors une
solution particuliére s’écrit

X, (t) = e ' (Vo + tVi + t2Vo + £313)

or on cherche une solution particuliére vérifiant les conditions x,(0) = 1, y,(0) = —1 et
1
zp(0) =1 a ¢ =0, alors on obtient Vy = | —1 | donc
1
1 o1 Qs as
Xpt)=e || =1 | +t| B |+ B |+ Bs
1 gé! Y2 V3
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3. La solution générale, a valeurs réelles, du systeme (S) est X (t) = Xp(¢t) + Xp(¢); alors
z(t)=e " (a(l+2t—2) + 28t +y(t+8)) +e P (1 + a1t + o t? + agt?)
y(t) = et (a(=3t +t2) + B(1 = 2t) + y(1 — t2)) + e~ F (=1 + Bt + B2 t? + B3 t?)

2(t) = et (2t — ) + 2Bt +y(1 + t+12)) + et (L +yt+ 72t + 93 t?)

17





